0.1 Laplacova rovnica

Kvalitativne vlastnosti
Veta o strednej hodnote

Uvazujme Laplacovu rovnicu
Vu=0

na kruhovej oblasti r < a, —7 < ¢ < pi, s okrajovou podmienkou u(a,f) =

(0).

V predoslej casti sme odvodili, Ze rieSenim je funkcia

u(r, ) = Z Apr" cosn + Z B,r" sinnf
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Po dosadeni » = 0 do rieSenia, ziskame

w(0,0) = Ay = i/w £(0) do
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Inymi slovami v teplota v strede kruhu je presne priemerna teplota pozdiz
okraja kruhu.

Tento fakt plati vSeobecnejSie pre Iubovolnu oblast R v nasledovnej
forme: Ak u je riefenie V?u = 0 s danymi hodnotami na f(z) na okraji
OR oblasti R a bod ag € R je stredom kruhu D,,, ktory cely lezi v oblasti
R, tak u(ap) je integralny priemer funkcie u(x) na hranici kruhu 0D,,.

Cize volne povedané pre pripad stacionarneho rozlozenia teploty v ob-
lasti R, teplota v Tubovolnom bode oblasti R je rovna priemernej teplote na
Tubovolnej kruznici so stredom v aq leziacej vnutri oblasti R.



Princip maxima

Je vlastne dosledkom vety o strednej hodnote. Princip maxima hovori, Ze ne-
konStantné rieSenie Laplacovej rovnice nemoze mat maximum vnitri oblasti
R. Takze nekonstantné riesenie V2u = 0 m4 rieSenie len na OR.

Nazna¢ime dovod, preco je to tak. Ak by v bode P z vnutra oblasti R
bolo maximum rieSenia, vezmime kruh Dp so stredom v bode P, ktory cely
lezi v oblasti R. Kedze v hodnota rieSenia v bode P je priemerom hodnét na
okraji 0Dp, ale zéroven v P je maximélna hodnota, musi byt v celom kruhu
rovnakd hodnota ako v bode P, t.j. rieSenie musi byt v celom tomto kruhu
konstantné. Potom ale rieenie je konstantné pozdlz Tubovolnej cesty medzi
bodom P aTubovolnym inym bodom oblasti R — sta¢i uvazovat vhodné kruhy
pozdlz cesty a pre kazdy zopakovaf Predosly argument. Takto ale ukazeme,
ze uvazované rieSenie je konStantné vnitri oblasti R, ¢ize ak by rieSenie malo
maximum vnutri oblasti R, tak je nutne konstanté.

Zrejme ak u je rieSenie rovnice V2u = 0, tak —u je tiez rieSenim a ak v
bode P ma v maximum, tak v bode P m& —u minimum, a teda maximum a
minimum moze rieSenie Laplacovej rovnice dosahovat len na okraji oblasti.

RieSenie V?u je jednoznaéné a spojite zavisi na nehomogénnych
datach

Nech u je rieSenie V2u = 0 na oblasti R s u = f(z) na okraji oblasti a v je
rieSenie V20 = 0 na oblasti R s v = g(x) na okraji oblasti. Potom w = u — v
je riesenim V2w = 0 s w = f(z) — g(x) na okraji oblasti. Z principu maxima
(a minima) dostavame

min(f(z) - g(z)) < w < max(f(z) - g(z))
z ¢oho Tahko odvodime, Ze
max |w| = max |u — v| < max |f(z) — g(z)|.

Takze ak max|f(x) — g(z)| < €, tak max|u — v| < €, z ¢oho vidno spojita
zéavislost riegenia od nehomogénnych dat (ak sa zaciatoéné podmienky f a g
ligia len mélo, tak sa malo liSia aj rieSenia).

Jednoznac¢nost sa ukaze podobne. Ak u a v su rieSenie Laplacovej rovnice s
okrajovou podmienkou u = v = f(x) na okraji oblasti, tak funkcia w = u—wv
je riesenim Laplacovej rovnice s okrajovou podmienkou w = 0 na okraji
oblasti. Potom ale z principu maxima dostéavame, ze 0 < w < 0, ¢ize w = 0,
atedau—v =0,z ¢ohou=nw.



Podmienky riesitel'nosti

Vezmime rovnicu V2u = 0 na dvojrozmernej oblasti a dvakrat ju zintegrujme.
Dostaneme

0://v2ud5://v-(vu)d5: Vu - ndl
R R OR

kde n je jednotkovy vektor vonkajSej normély k hranici oblasti. Tato rovnost
plati prave vtedy, ked Vu-n = 0 na OR. VSimnime si ale, ze ¢ = —KyVu-n
je tepelny tok. TakZze V2u = 0 m4 rieSenie prave vtedy, ked celkovy tepelny
tok pozdlz hranice je nulovy.

Priklad: (Uloha, ktorej rieSenie nezavisi spojite na nehomogénnych datach)
Uvazujme tlohu

ou 0*u
—=—k—, 0<z<L
ot 0x? =
u(0,t) = u(L,t) =0
u(z,0) = f(z).
Pouzitim metody separacie premennych spoc¢itame, Ze rieSenie je
e nm 2
u(z,t) = Z Ay sin = k(E)
n=0
s koeficientami
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Ozna¢me v’ rieSenie predoslej ulohy s pozmenenou zaciato¢nou podmien-
kou pre nejaké prirodzené ¢islo m

1 mmx
,0) = f(z) + —si
u(z,0) = f(z) — sin
Potom max | f(z) + L sin 2% — f(z)| = L ¢ize zatiatotné podmienky sa pre

velké m ligia len maélo.
Ak v8ak spocitame koeficienty rieSenia pre pozmenenu zadiato¢ni pod-
mienku, dostaneme
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a teda riesenie pre tito zaciatoénu podmienku je

NTLT j( nx)2 1
I t) = An i e k’(T) t o
u'(x,t) 5 sin ——e + —sin
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AvSak max|u — u| = max |t sin %ek(%) =

(t.j. pre blizke zatiatoné podmienky) velkeé.
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