
0.1 Laplacova rovnica

Kvalitatívne vlastnosti

Veta o strednej hodnote

Uvaºujme Laplacovu rovnicu

∇2u = 0

na kruhovej oblasti r < a, −π < φ ≤ pi, s okrajovou podmienkou u(a, θ) =
f(θ).

V predo²lej £asti sme odvodili, ºe rie²ením je funkcia

u(r, θ) =
∞∑
n=0

Anr
n cosnθ +

∞∑
n=1

Bnr
n sinnθ

pri£om

A0 =
1

2π

∫ π

−π
f(θ) dθ

Ana
n =

1

π

∫ π

−π
f(θ) cosnθ dθ

Bna
n =

1

π

∫ π

−π
f(θ) sinnθ dθ.

Po dosadení r = 0 do rie²enia, získame

u(0, θ) = A0 =
1

2π

∫ π

−π
f(θ) dθ

Inými slovami v teplota v strede kruhu je presne priemerná teplota pozd¨º
okraja kruhu.

Tento fakt platí v²eobecnej²ie pre ©ubovo©nú oblas´ R v nasledovnej
forme: Ak u je rie²enie ∇2u = 0 s danými hodnotami na f(x) na okraji
∂R oblasti R a bod a0 ∈ R je stredom kruhu Da0 , ktorý celý leºí v oblasti
R, tak u(a0) je integrálny priemer funkcie u(x) na hranici kruhu ∂Da0 .

�iºe vo©ne povedané pre prípad stacionárneho rozloºenia teploty v ob-
lasti R, teplota v ©ubovo©nom bode oblasti R je rovná priemernej teplote na
©ubovo©nej kruºnici so stredom v a0 leºiacej vnútri oblasti R.
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Princíp maxima

Je vlastne dôsledkom vety o strednej hodnote. Princíp maxima hovorí, ºe ne-
kon²tantné rie²enie Laplacovej rovnice nemôºe ma´ maximum vnútri oblasti
R. Takºe nekon²tantné rie²enie ∇2u = 0 má rie²enie len na ∂R.

Nazna£íme dôvod, pre£o je to tak. Ak by v bode P z vnútra oblasti R
bolo maximum rie²enia, vezmime kruh DP so stredom v bode P , ktorý celý
leºí v oblasti R. Ke¤ºe v hodnota rie²enia v bode P je priemerom hodnôt na
okraji ∂DP , ale zárove¬ v P je maximálna hodnota, musí by´ v celom kruhu
rovnaká hodnota ako v bode P , t.j. rie²enie musí by´ v celom tomto kruhu
kon²tantné. Potom ale rie²enie je kon²tantné pozd¨º ©ubovo©nej cesty medzi
bodom P a ©ubovo©ným iným bodom oblastiR � sta£í uvaºova´ vhodné kruhy
pozd¨º cesty a pre kaºdý zopakova´ Predo²lý argument. Takto ale ukáºeme,
ºe uvaºované rie²enie je kon²tantné vnútri oblasti R, £iºe ak by rie²enie malo
maximum vnútri oblasti R, tak je nutne kon²tanté.

Zrejme ak u je rie²enie rovnice ∇2u = 0, tak −u je tieº rie²ením a ak v
bode P má u maximum, tak v bode P má −u minimum, a teda maximum a
minimum môºe rie²enie Laplacovej rovnice dosahova´ len na okraji oblasti.

Rie²enie ∇2u je jednozna£né a spojite závisí na nehomogénnych

dátach

Nech u je rie²enie ∇2u = 0 na oblasti R s u = f(x) na okraji oblasti a v je
rie²enie ∇2v = 0 na oblasti R s v = g(x) na okraji oblasti. Potom w = u− v
je rie²ením ∇2w = 0 s w = f(x)− g(x) na okraji oblasti. Z princípu maxima
(a minima) dostávame

min(f(x)− g(x)) ≤ w ≤ max(f(x)− g(x))

z £oho ©ahko odvodíme, ºe

max |w| = max |u− v| ≤ max |f(x)− g(x)|.

Takºe ak max |f(x) − g(x)| < ε, tak max |u − v| < ε, z £oho vidno spojitú
závislos´ rie²enia od nehomogénnych dát (ak sa za£iato£né podmienky f a g
lí²ia len málo, tak sa málo lí²ia aj rie²enia).

Jednozna£nos´ sa ukáºe podobne. Ak u a v sú rie²enie Laplacovej rovnice s
okrajovou podmienkou u = v = f(x) na okraji oblasti, tak funkcia w = u−v
je rie²ením Laplacovej rovnice s okrajovou podmienkou w = 0 na okraji
oblasti. Potom ale z princípu maxima dostávame, ºe 0 ≤ w ≤ 0, £iºe w = 0,
a teda u− v = 0, z £oho u = v.
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Podmienky rie²ite©nosti

Vezmime rovnicu∇2u = 0 na dvojrozmernej oblasti a dvakrát ju zintegrujme.
Dostaneme

0 =

∫∫
R

∇2u dS =

∫∫
R

∇ · (∇u) dS =

∮
∂R

∇u · n̂ dl

kde n̂ je jednotkový vektor vonkaj²ej normály k hranici oblasti. Táto rovnos´
platí práve vtedy, ke¤ ∇u · n̂ = 0 na ∂R. V²imnime si ale, ºe φ = −K0∇u · n̂
je tepelný tok. Takºe ∇2u = 0 má rie²enie práve vtedy, ke¤ celkový tepelný
tok pozd¨º hranice je nulový.

Príklad: (Úloha, ktorej rie²enie nezávisí spojite na nehomogénnych dátach)
Uvaºujme úlohu

∂u

∂t
= −k∂

2u

∂x2
, 0 ≤ x ≤ L

u(0, t) = u(L, t) = 0

u(x, 0) = f(x).

Pouºitím metódy separácie premenných spo£ítame, ºe rie²enie je

u(x, t) =
∞∑
n=0

An sin
nπx

L
ek(

nπ
L )

2
t

s koe�cientami

An =
2

L

∫ L

0

f(x) sin
nπx

L
dx.

Ozna£me u′ rie²enie predo²lej úlohy s pozmenenou za£iato£nou podmien-
kou pre nejaké prirodzené £íslo m

u(x, 0) = f(x) +
1

m
sin

mπx

L
.

Potom max |f(x) + 1
m
sin kπx

L
− f(x)| = 1

m
£iºe za£iato£né podmienky sa pre

ve©ké m lí²ia len málo.
Ak v²ak spo£ítame koe�cienty rie²enia pre pozmenenú za£iato£nú pod-

mienku, dostaneme

A′r = Ar +

{
0, r 6= m
1
m

r = m.
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a teda rie²enie pre túto za£iato£nú podmienku je

u′(x, t) =
∞∑
n=1

An sin
nπx

L
ek(

nπ
L )

2
t +

1

m
sin

mπx

L
ek(

mπ
L )

2
t.

Av²ak max |u′ − u| = max | 1
m
sin mπx

L
ek(

mπ
L )

2
t| = 1

m
ek(

mπ
L )

2
t je pre ve©ké m

(t.j. pre blízke za£iato£né podmienky) ve©ké.
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